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G 的边割 S 称为 m 限制边割, 如果 G-S 的各分支含有至少 m 个顶点; 图 G 的
小 m 限制边割所含的边数称为它的 m 限制边连通度, 记为 mλ (G). 这方面的研究
主要集中在 m 限制边割的存在性、m 限制边连通度优化和 m 限制边连通度的应
用. 
本文首先给出了m限制边割存在的充分必要条件; 刻划了阶大于 3m-2并且
含有 m 限制边割的图, 也刻划了包含 4 限制边割的图. 用 )(Gmξ 表示图 G 的 小
m 阶连通点导出子图的余边界的基, 如果 G 是围长大于 m/2+1 并且含有 m 限制
边割的正则图, 那么 mλ (G)≤ )(Gmξ ; 如果 G 是阶至少为 11 并且含有 4 限制边割
的图, 那么 )()( 44 GG ξλ ≤ .  
其次, 我们研究了 m 限制边连通度的优化问题, 得到以下结果:  
1、连通图 G 的 m 限制边连通度至少为 k⇔ G 的任意两个点不交的 m 阶连
通点导出子图之间存在至少 k 条边不相交的路;  
2、设 G 是阶至少为 9 的连通 k 正则图, 如果不含三角形并且 k>|G|/4, 那么
43)(3 −= kGλ ;  
3、设G是连通k正则点可迁图且阶至少为6. 当g(G) ≥5时, 43)(3 −= kGλ , 
64)(4 −= kGλ 如果|G|≥8; 当 g(G)=4 且 k≥4 时, =)(3 Gλ 3k-4, 或者 2k-2≤ )(3 Gλ
≤3k-5 且 )(3 Gλ | |G|; 当 g(G) = 4 且 k = 3 时, )(3 Gλ = 4; 当 g(G)=3 且 k=4 时, 
)(3 Gλ =6 或者 4, )(3 Gλ = 4 当且仅当 G 含有 K4; 
4、设 G 是阶至少为 8 的连通图. 当 G 不含三角形且它的任意两个不相邻的
顶点的度和至少为|G|-1 时, 图 G 是极大 4 限制边连通的; 当 G 含有三角形并且













5、当 n≥3 时, 无向 Kautz 网络 UK(2,n)是极大 3 限制边连通的. 
后, 利用 4 限制边割和 4 限制边连通度的性质, 我们比较了网络的局部可
靠性得到: 在一定条件下, 4 限制边连通度较大 小 4 限制边割较少的网络局部
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Reliability is one of the most important subjects in the network study. As a 
powerful tool for the study of network reliability and fault-tolerance, restricted edge 
cut and restricted edge connectivity were proposed in the late 80s of 21st century. 
Because of their serious flaws, the concepts m-restricted edge cut and m-restricted 
edge connectivity have been introduced recently: an edge cut S of a connected graph 
G is called an m-restricted edge cut if every component of G-S has order at least m; 
the size of a minimum m-restricted edge cut of graph G is called its m-restricted edge 
connectivity, and denoted by )(Gmλ . Researches in this field focus in the existence 
of m-restricted edge cut, the optimization and its application of m-restricted edge 
connectivity.  
Firstly, we present a sufficient and necessary condition for the existence of 
m-restricted edge cut; not only characterized the graphs of order greater than 3m-2 
that contain m-restricted edge cuts, but also the graphs that contains 4-resticted edge 
cuts. Denote by )(Gmξ  the minimum cardinality of the coboundary of connected 
vertex-induced subgraphs of order m of graph G. If G is a regular graph of girth 
greater than m/2+1 that contains m-restricted edge cuts then mλ (G)≤ )(Gmξ ; if G 
has order at least 11 and contains 4-restricted edge cuts, then )()( 44 GG ξλ ≤ .  
Secondly, we study the m-restricted edge connectivity optimization problem, 
and derive the following results: 
1. A connected graph G has m-restricted edge connectivity k if and only if there 
are at least k disjoint paths between any two vertex disjoint connected vertex-induced 
subgraphs of order m;  
2. Let G be a k-regular connected graph of order at least 9. If G is triangle-free 
and k > | G | / 4 + 1, then )(3 Gλ =3k-4;  













When g(G) ≥ 5, )(3 Gλ =3k-4, )(4 Gλ =4k-6 if |G|≥8; When g(G) = 4 and k ≥ 4, 
)(3 Gλ = 3k- 4, or 2k-2≤ )(3 Gλ ≤3k-5 and )(3 Gλ | |G|; When g(G) = 4 and k = 3, 
)(3 Gλ = 4; When g(G)=3 and k=4, )(3 Gλ = 6 or 4, )(3 Gλ =4 and only if G contains 
K4.  
4. Let G be connected graph of order at least 8. Then G is maximal 4-restricted 
edge connected if either G is triangle-free and two vertices not adjacent has degree 
sum at leas |G|-1, or G contains triangles and two vertices not adjacent has degree sum 
at least |G| + 5.  
5. When n≥3, undirected Kautz graph UK(2, n) is maximal 3-restricted edge 
connected. 
Finally, employing the properties of 4-restricted edge cut and 4-restricted edge 
connectivity, we compare the part network reliability: under some conditions, 
networks that have greater 4-restricted edge connectivity and less minimum 
4-restricted edge cuts are more partly reliable; analyze the reliability of undirected de 
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序     言 
一、背景、问题 
在研究网络的可靠性时, 人们经常假定它的节点不发生故障, 边以相同概
率独立地发生故障. 这种网络模型通常称为 Moor-Shannon 模型, 它是 引人关
注的网络模型之一[26-27]. 设 M 和 N 是两个有相同节点数 n 和边数 m 的
Moor-Shannon 网络模型, 它们的边以概率 p 发生故障, 其中 0<p<1. 用 Ch(M)表




















等式右边称为 M 的可靠多项式. 如果能求出所有的系数 Ch, 可靠性的计算与比
较问题自然彻底解决. 但是, Provan 和 Ball 等人在[35]和[51]中证明, 确定所有边
割属于 NP-困难问题. 所以, Moor-Shannon 网络模型的可靠性研究还得另觅它径.  
如果存在 0<p0<1, 对于任意 0<p<p0都有 R(M, p)>R(N, p), 则称 M 比 N 局部
更可靠. 如果图 G 的边连通度 )(Gλ 等于它的 小度 )(Gδ , 则称连通图 G 是极大
边连通的; 进一步, 如果 G 的 小边割只能分离它的一个孤立点, 则称 G 是超级
边连通的. 利用图的超级边连通性, Bauer 等人在[36]中确定了可靠多项式的前λ
个系数 Ch, 其中λ是对应网络的边连通度. 其结果表明, 边连通度较大或者边连
通度相等但是 小边割较少的网络有较好的局部可靠性. 另一方面, Even 等人在
文献[35], [37]和[38]中证明了计算图的边连通度λ和 小边割数 λC 有多项式算
法. 因此, 对于边连通度不相等或者边连通度相等但是 小边割数不相等的网络, 
它们的可靠性比较问题已经解决. 但是对于边连通度都达到 大而且 小边割
数都达到 少的网络的可靠性比较, 上述工具则无能为力. 为了解决上述问题, 
同时也为了更精确地估计网络的可靠性, Esfahanian 在文献[1-2]中引进了限制边
连通度的概念如下:  













限制边割. 小限制边割所含的边数称为图 G 的限制边连通度. 
 
用 )(2 Gλ 表示图 G 的限制边连通度, 用 )(2 Gξ 表示图 G 的 小边度. 在文献
[1-2]中, Esfahanian等人研究了限制边割的存在性, 给出了限制边连通的上界, 并
应用限制边割与限制边连通度研究网络的可靠性与容错性. 李乔良, 李乔等人在
文献[23]中利用限制边连通性分析了循环图的可靠性, 确定了它们的可靠多项式
的前 12 −ξ 个系数, 从而改进了 Bauer 的结果. 用Ω1(n, m)表示有 大边连通度和
少 小边割的含 n 个顶点 m 条边的图集. 李乔良在它的博士论文[30]中得到: 
定理 2. 设M, N∈Ω1(n, m). 如果λ 2(M) > λ 2(N), 或者λ 2(M) = λ 2(N)并且
2λ
C (M) < 
2λ
C (N), 那么 M 比 N 局部更可靠.  
对于Ω1(n, m)中 2限制边连通度达到 大并且 小限制边割 少的图, 利用
Bauer 和李乔良的结果仍然无法比较它们的可靠性. 为了解决此问题, 人们引进
m 限制边连通度的概念[9,12,61,63,81,82]. 
定义 3. 设 G 是阶不小于 2m 的连通图, S 是它的一个边割. 如果 G-S 不含阶
小于 m 的连通分支, 则称 S 是图 G 的 m 限制边割. 小 m 限制边割的所含的边
数称为 m 限制边连通度. 
用 )(Gmλ 表示图 G 的 m 限制边连通度. 对 m 限制边连通度的研究主要围绕
三个方面展开: m 限制边割的存在性; m 限制边连通度的优化; m 限制边连通度的
应用. 易见, m 限制边割的存在性和 m 限制边连通度的上界是所有研究的基础. 
Esfahanian 在文献[1,2]中刻划了 2 限制边割的存在性, 并且证明了 )()( 22 GG ξλ ≤ . 
上述不等式中等号成立时, 称图 G 是极大 2 限制边连通的. 如果极大 2 限制边连
通图的 小2限制边割只能分离出一条孤立边, 则称此图是超级2限制边连通的. 
用Ω2(n, m)表示Ω1(n, m)中有 大 2 限制边连通度和 少 小 2 限制边割的图集. 
当Ω2(n, m)中存在超级 2限制边连通图时, 王应前利用 3限制边连通度对Ω2(n, m)
中的图的可靠性给出了一个比较方法: 
定理 4 设 M, N∈Ω2(n, m). 如果λ 3(M) > λ 3(N), 或者λ 3(M) = λ 3(N)并且
3λ
C (M) < 
3λ
C (N), 那么 M 比 N 局部更可靠. 













[12], 确定了它们的可靠性多项式的前 13 −λ 个系数. Bonsma 在[61]中给出了极大
3 限制边连通的一个充分必要条件, 并证明了完全二部图一般是极大 3 限制边连
通的, 但是, 他给出的条件并无多大实际作用. 对于有正则拓扑的网络, Wang 在
[63]中利用 3 限制边连通度和 3 限制边割的性质得到与定理 1.1.4 类似的结果. 关
于 3 限制边连通度相对比较完整的研究, 读者可参考王应前的博士论文[9].  
以上就是 Moor-Shannon 网络可靠性研究的 新进展. 严格地说, 所有已知
的结果都是相对粗糙的, 这方面的研究还有许多工作要做. 首先, Bauer 在[36]中
指出, 局部 可靠网络一定拥有正则或者拟正则拓扑结构, 而目前的研究大多局
限在正则网络上. 其次, Ω2(n, m)中有 大限制边连通度和 小边割的图不一定
存在超级限制边连通图, 而对这类网络拓扑的研究未见有任何已知文献. 后, 
对拥有 大3限制边连通度和 少 小3限制边割的网络拓扑的可靠性比较也没




且仅当它不同构于 K1,n-1. 王应前在[9]中刻划了含有 3 限制边割的图类, 我们在
[79]给出了一个简洁的证明方法, 并且方法也适用于其它 m 限制边割的存在性刻
划[80]. 用 G\s 表示从图 G 删除它的一个顶点 s 所得到的图. 用 Fn,k 表示阶为 n 并
且包含割点 s 使得 G\s 的 大连通分支为 k 的所有连通图 G 的集合. 在第二章中, 
我们给出了 m 限制边割存在的充分必要条件:  
定理 2.3.3 阶至少为 2m 的连通图含有 m 限制边割的充要条件是: 它含有一
棵生成树 T, T 不属于 Fn.k, k ≤ m.  
由于此条件实际应用起来不方便, 我们另外给出了一些判断 m 限制边割存
在性的充分条件:  
推论 2.3.4 设图 G 是阶至少为 2m 的连通图. 如果 G 中含有一条长至少为
2m-1 的路, 那么 G 中存在 m 限制边割. 
推论 2.3.5 设 G 是 2 连通图. 如果 G 的阶至少为 3m-2, 那么 G 含有 m 限制
边割.  













含有 m 限制边割.  
对于阶比较大的图, 我们给出以下刻划:  
定理 2.3.2. 设 G 是连通图. 如果 |G| ≥ 3m – 2 , 那么 G 含有 m 限制边割当
且仅当 G 不属于 Fn.k, m ≥ k. 
定理 2.3.2 和 2.3.3 藴含一个判断图是否存在 m 限制边割的多项式算法. 此
外, 我们还刻划了包含 4 限制边割的图: 
定理 2.2.9. 设 G 是阶至少为 8 的连通图. G 不含 4 限制边割的充分必要条件









对于定理 2.2.9 中尚未定义的图集, 请参考第二章的定义 2.1.2, 2.2.6, 2.2.7
和 2.2.8. 要研究 m 限制边连通度优化问题, 首先必须确定 m 限制边连通度的上
界. 图 G 的 m 阶连通点导出子图称为它的 m 分支, 用[F, G\F]表示恰好有一个顶
点属于 F 的边集, 也称之为 F 的余边界. 令 )(Gmξ = min{|[F, G\F]|: F 是图 G 的 m
分支}. Esfahanian在[1-2]中证明了: 如果图G包含限制边割, 那么 )()( 22 GG ξλ ≤ . 
对于正则图 G, 孟吉翔[12]和 Bonsma[61]分别证明了: )()( 33 GG ξλ ≤ ; 王应前确
定了 4 限制边连通度的上界. 对于一般图, 王应前证明了上述 3 限制边连通度的
上界仍然成立. 在第三章, 我们考虑一般情形, 得到: 
定理 3.1.1 含 m 限制边割的连通图 G 的 m 限制边连通至少为 k⇔ G 的任意
两个点不交的 m 分支之间存在至少 k 条边不相交的路. 
定理 3.2.4 设 G 是含有 4 限制边割的连通图 . 如果  |G| ≥ 11, 那么 
)()( 44 GG ξλ ≤ . 
定理3.3.3 设G是含有m限制边割的连通k正则图. 如果 g(G) > m/2 +1, 那
么 mλ (G)≤ )(Gmξ .  
定理 3.3.3 的后一个不等式取等号时, 称图 G 是极大 m 限制边连通的. 作者
在第四章研究了 m 限制边连通度的优化条件, 即在什么条件下图是极大 m 限制
边连通的. 主要考虑了围长, 小度, 点对称和 Ore 型条件对 3 和 4 限制边连通














定理 4.2.6 设 G 是不含三角形的 k 连通正则图. 如果 G 含有至少 9 个顶点, 
那么当 k>|G|/4 时, 图 G 是极大 3 限制边连通的. 
定理 4.3.11 设 G 是连通点可迁图, |G|≥6, g(G) ≥4.  
(1) 如果 g(G) ≥5, 那么 G 是极大 3 限制边连通的. 
(2) 如果 g(G)=4 且 k≥4, 那么, == )()( 33 GG ξλ 3k-4 或者 )(3 Gλ 是|G|的因子
并且 2k-2≤ )(3 Gλ ≤3k-5. 
(3) 如果 g(G) = 4 且 k = 3, 那么 )(3 Gλ = 4. 
定理 4.3.15. 设 G 是 4 正则连通点可迁图, | G | ≥ 6, g(G) = 3. G 是极大 3 限
制边连通的或者 )(3 Gλ =4; )(3 Gλ = 4 的充分必要条件是 G 含有 K4. 
定理 4.3.17 设 G 是阶至少为 8 的连通点可迁图. 如果 g(G) ≥5, 那么 G 是
极大 4 限制边连通的.  
用 Ore(G)表示图 G 的不相邻两个顶点的 小度和. 对于极大 4 限制边连通
性, 我们有类似判断图的 Hamilton 性的充分条件:  
定理 4.4.5 设 G 是阶至少为 8 的连通图. 如果 Ore(G) ≥ | G | + 5, 那么 G
是极大 4 限制边连通的, 即 4λ (G)= 4ξ (G).  
定理 4.4.6 设 G是阶至少为 8 的连通图. 如果图 G不含三角形, 并且 Ore(G) 
≥ | G | - 1, 那么 G 是极大 4 限制边连通的, 即 4λ (G)= 4ξ (G). 
Kautz 网络是一种极具潜在竞争力的网络, 它具有高效网络所必须具备的许
多特性, 如多节点, 短直径和较小的 大点度, 因而受到人们的普遍关注[28, 29, 
78]. 我们在第五章研究这种网络的 3 限制边连通性, 得到:  
定理 5.3.2. 当 n≥3 时, 无向 Kautz 图 UK(2,n)是极大 3 限制边连通的. 
第六章研究m限制边连通度在Moor-Shannon网络模型的可靠性比较方面的
应用. 部分解决了现有工具无法解决的网络可靠性比较问题. 用 C*(M)表示网络
拓扑 M 中 小 4 限制边割的数目, 用Ω3(p, q)表示Ω2 (p, q)中有 大 3 限制边连
通度和 少 小 3 限制边割的图集. 当Ω2 (p, q)中存在超级 2 限制边连通图, 而
且Ω3(p,q)中存在超级 3 限制边连通图时, 我们有:  













λ 4(N), 或者λ 4(M) = λ 4(N)但是 C*(M) < C*(N)时, 存在实数 h, 0<h<1 使得对所
有 p, 0<p<h 都有 P(M, p) > P(N, p). 
在第七章, 作者首先研究了 De Bruijn 网络 UB(d, n)的限制边连通性, 证明
了: 当 d≥2, n≥2时, 无向De Bruijn图UB(d,n)是超级限制边连通的, 从而解决了
张克民在 近的文献[58]中没有解决的问题. 然后利用它的超级限制边连通性研
究了 De Bruijn 网络的可靠性, 确定了它的可靠多项式的前 4d-4 个系数.  
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那么它的前 3 个系数分别是 C1=0, C2=2, C3=2e-2, C4≥2n+e(e-3)+2, 其中 e = 2n+1-3
















第一章  基本概念 
 
为了便于理解, 先介绍图论中与本文相关的一些概念, 符号和基本结论. 对
于大家熟知的结果, 我们没有注明它的出处. 还有一些没有特别说明的术语, 请
读者参考[7], [55-57]. 
 
§1.1   图与子图 
 
有向图 G = (V, A)是由非空集合 V 和定义在 V 上的二元关系 A 组成，其中
V 称为图 G 的顶点集（简称点集），A 称为图 G 的弧集。V 中的元素称为顶点，
简称点；A 中的元素称为弧。V 中的元素个数称为图 G 的阶, 记作 )(Gν 或者|G|; A
中的元素个数称为图 G 的边数, 记作 )(Gε . 如果定义 A 中的两条弧(u, v)和(v, u)
相同，所得到的图称为无向图。此时改称弧集为边集并用 E 表示，E 中的元素称
为边. 边（u, v）简单记作 uv, 称 u 和 v 为这条边的端点, 称边 uv 连结点 u 和 v。
连结同一个顶点的边称为环, 连结相同两点的两条以上的边称为重边. 不含环和
重边的图称为简单图. 如果点 u 和 v 都是边 e 的端点, 则称点 u 和 v 都和边 e 关
联, 点 u 和 v 相邻, 其中一个点称为另一个点的邻点. 点 u 在图 G 中的所有邻点
组成 u 的邻域, 记作 NG(u)或者 N(G). 任意两点都相邻的图称为完全图, n 阶完全
图记作 Kn. 为了直观, 通常用圆点或者圆圈表示顶点, 用连结两点的线段表示以
这两点为端点的边. 如果没有特别说明, 本文中提到的图都是指无向简单连通
图.  
设 G = (V1, E1)和 H=(V2, E2)是两个图. 如果 V2⊆V1 并且 E2⊆E1, 则称 H 是
G 的子图, G 是 H 的母图. 如果子图 H 和母图 G 有相同的点集, 则称 H 是 G 的生
成子图. 如果存在 V1 和 V2 之间的一一映射 f, 满足: G 中的点 u 和 v 相邻的充分
必要条件是 f(u)和 f(v)在图 H 中相邻, 则称 f 是图 G 和图 H 之间的一个同构映射
简称同构, 此时，称图 G 和图 H 同构, 记作 G = H. 图 G 到自身的所有同构映射













Aut(G)使得 f(u) = v, 则称图 G 是点可迁的.  
设 T⊆V(G), 以 T 为顶点集, 以图 G 中连结 T 的点的所有边为边集的图称
为 T 在 G 中的顶点导出子图, 记作 G[T]; 设 S⊆E(G), 以 S 中的边关联的所有点
(也称为S覆盖的点)为点集, S为边集的图称为S在G中的边导出子图, 记作G[S]. 
图 G 的 m 连通点导出子图称为它的 m 分支.  
设 F 和 S 分别是图 G 的顶点子集和边子集. G\F 表示从图 G 中删除 F 中的
所有点以及与它们相关联的边之后得到的子图; G-S 表示从图 G 中删除 S 中的所
有边, 但是保留它们的端点之后得到的子图. 如果 F 是图 G 的子图, 那么 G\F 就
表示 G\V(F). 设 A 和 B 是 V(G)的两个不相交子集，或者是图 G 的没有公共顶点
的子图, 用[A, B]表示图G中连结A和B的点的所有边组成的边集. 定义 I(F) = [F, 
G\F], 称之为 F 的余边界, 记 )(F∂ = |[F, G\F]|. 当 F 是单独的一个点 u，即孤立点
u 时, )(F∂ 表示图 G 中与点 u 关联的边的数目, 称为顶点 u 的度, 记作 dG(u), 在






图 G 的 小点度记作 )(Gδ . 度等于 1 的点称为悬挂点, 它所关联的边是悬
挂边. 如果图 G 的各个顶点的度都等于 k, 则称它是 k 正则图. 如果图 G 中存在
度不相等的点, 但是各个顶点的度至多相差 1, 则称图 G 是拟正则的. 不难证明, 
点可迁图是正则图.  
如果在点边交错序列 u1e1u2e2……uiei…un+1 中 ei 是连结点 ui 和点 ui+1 的边, 
则称此序列为连结 u1 和 un+1 的通道, u1 和 un+1 称为这条通道的端点, 其它顶点称
为内点. 不含相同边的通道称为迹, 不含相同顶点的通道称为路. 它们所含有的
边的数目称为它们的长度，简称长. 长度等于 n-1 的路记作 Pn. 端点相同但是内
点不相同的迹称为圈, 长为 n 的圈称为 n 圈, 记作 Cn; 3 圈也称三角形. 长度为奇
数的圈是奇圈, 否则是偶圈. 图 G 的 长圈的长度称为此图的周长, 记作 c(G); 
图G的 短圈的长度称为此图的围长, 记作 g(G). 如果一个图的围长等于这个图
的阶， 则称此图称为 Hamilton 图. 如果图 G 的任意两个点之间都有连结它们的
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